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Гипергеометрическое дифференциальное уравнение
2 ( 1  — г)Li f +  [с _  (а -j- ь +  1) 2 + — aba 0 (1)
dz2 dz
относится к вырожденному случаю тогда, когда одно из чисел а, b , 
с — а, с —  Ь — целое [1], стр. 99.
Сводка полных решений уравнения (1) в вырожденном случае д а ­
на в справочной математической литературе [1], стр. 82—85, где в свод­
ной таблице приведено 29 случаев, когда вырожденное решение явля­
ется рациональной функцией или функцией вида
Mt (2) =CT (I - Z G p n (Z)t(2)
где р п(г) — многочлен степени п  такой, что (O)=H=O и ( I ) =^O 
([1], стр. 81.) 
В случаях 1—4 упомянутой таблицы второе линейно-независимое 
решение представлено функцией вида
U1 =  F ( \  +  m,  b; с; z),  с Ф 0 ,  — I,...(3)
В настоящей статье изучается вопрос о представлении функции ви­
да (3) посредством комбинаций рациональной функции и функции ви­
да (2) с неполной бета-функцией [2], стр. 308:
F(1 -f А,Ь\ ; г) =
Z
F (1, Ь +  т; с; г ) =  (С ~ В  * * 7  f  ( 1 ~  ^ Ь+т~с . (4)(I — z)b+ml-cJ
о
Ввиду того, что в остальных случаях 5—29 приведенной в справоч­
нике [ i ]  таблицы вторыми решениями являются частные случаи функ­
ции типа (3), то и вообще второе решение дифференциального уравне­
ния (1) является комбинацией функции (4) с рациональной функци­
ей и функцией вида (2) или решением будет одна из этих функций. 
При аналитическом продолжении некоторые решения содержат лога­
рифмы, такие решения также могут быть получены путем вычисления 
интегралов вида (4).
I. В статье [3] получена следующая ф орм ула: F (1 -f- M , Ь\ с\ z)
(Ь — К)т+р, - Ii 171
—  2 ( - 1) Cm [ 2  {Ь_ с  +  т - к + \ ) р+1
(Ь),
( I - Z ) P
I V U m p i m  \ — Ь\ с — Ь —  т; I - z ) - F ( l ,  b +  т;  ; г);
(1)т ,  ,с — Ь ф  1,..., яг. (о)
Применяя к последней функции равенства (5) формулу (4),  по­
лучим:
F (  1 +  яг, Ь =
1
о
2 <  I r ' С  2 д г =
т к=1
к—1 (Ь к
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( I - Z ) P +
+
(b)m( c - \ ) z 1 —  С F(—m, I — b;c — b — m; I — г) X
Z
X  j  t ° - 2 (I —  t y + m - c  dt;с — Ь ф  I , . . . ,  яг; C >  I. (6)
Полученное равенство (6) является представлением функции (3) 
посредством неполной бета-функции.
Если с— b = p  =  I , . .. ,m; то ввиду [ В .  стр. 113, (2) исходная фун­
кция будет следующей:
F( \  +  m,  Ь\ Ъ +  р; z) =  (\  — z)P-m-7F (р, 1; - f  z),  (7)
и к функции, расположенной в правой части равенства (7), уже при­
менимы формулы (5) и (6).
Если с = С \ —р, 7 < С і < 2 ,  p =  1, 2 , . . .  то функция (4) или послед­
няя функция равенства (5) сначала преобразуется согласно следующей 
формуле [4], стр. 17, (6):
f  (1, b +  m-, c -р-,  г ) , - ! - ' ! * - 11* + ~ Ь7  —  ( + - T  +(C1 - P ) k V 1 - * /
+  ( -  1)р
(Cl — р — Ь — т) 
Wi — />)» 1
F ( I, d +  яг; C1; z), (8)
а затем к последней функции равенства (8) можно применить форму­
лы (4) и (6). В случае с — р =  1, . . . ,  я г+ 1  функция (3) ввиду равенст­
ва (7) будет функцией вида (2),
Наконец в том случае, когда функция (4) имеет параметр с =  
=  1 + р  =  /я 4- 2,..., то ввиду равенства (8) и очевидного равенства 
G ( l ,  й +  'яг; I; z) =  (I — z )~b~ mокончательно получим:
F (  1, Ь +  яг; 1 + / г ;  z) =  ( — I)?  U ----- (}— * Y -1-----
I P- 1
+ - 2 ( - 1 )1 - г * .
( 1 —
« (1 — b — т) к ( z
\  z  /  (1 — z )b+m 
; р  =  т +  1,... (9)
к=0 (Wft О
2. Д л я  аналитического продолжения интегралов типа (4) и (6) 
необходимо их сначала преобразовать к интегралам с наименьшими по 
абсолютной величине показателями степени подынтегральных функций. 
Такие преобразования в общем случае сделаны в статье Г41 формулы 
( 9 ) - ( 1 4 ) .
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Аналитическое продолжение при условии 0 < Ѳ < 1 ,  0 <  ç <  1, 
6 +  t <  1 ввиду [1], стр. 115, (33), (34) следующее:
2 2 
I  =  J /9-1 (1 _  /)<-1 d t =  В (Ѳ, ;) +  J /9-1 (1 _  / ) ?-1 d t  =
1
В (Ѳ, 1 — Ѳ — ç) —j— i t 1 (I — V 1 d E  (10)
( - 1 ) '
OO
Если O <  Ѳ <  I, O <  <; <  I и 1 <  Ѳ +  ç <  2, то ввиду [4] аналити­
ческое продолжение интеграла /  в смежности с бесконечностью сле­
дующее:
/ =  Г /9-1 (1 -  /)<-! dt  =  - - - 'J - J j r 1 -I Ç~ l С U l d t
Ѳ + С - І  ■ Ѳ +  « - 1  J ( I - A ) 2- '  
о о
Z9( I - Z ) - 1 , , 1wflr>/û , с , с — 1 Г t ^ d t
+  ( -  I ) - 9 В(Ѳ, 1 - 6 - 0 +  - f -  у Г
Ѳ +  Ç— I J k2—çѲ +  ç — I ѳ ç  ( I — Z)
O
(11)
Далее, наряду с общепринятым аналитическим продолжением не­
посредственно гипергеометрического ряда (3), проще осуществить ана­
литическое продолжение последних функций в равенствах (5) и (8), 
это равнозначно вычислению интегралов типа (4) и (6) в смежности 
с точками О, 1 и оо.
Подробно рассмотрим три случая.
1) Параметры Ь ,  с  и с — b  не являются целыми величинами, тогда 
ввиду (10) получим:
z
/ =  j > - 2 ( l - 0 6+m-V A  =  B ( c — I, \ - с )  +
1
Z
4 - j  A—2(l  — t ) b + m ~ c d t ;  с> 1 , >  I; (12)
О
Z
I =  J  /*-2(1 -  t ) b+ m - c d t  =  (-U 1- c B ( с —  I, \  —  b  —  m )  +
О z
4 - J o 2 (I - t ) b+ m ~ c d t ; O  l ,  2 — — /и >  I . (13)
OO
Согласно равенств (4),  (12) и (13) получим такж е зависимость 
между вторыми интегралами равенств (12) и (13) и гипергеометриче- 
скими рядами:
OO '
F(1,  b +  m;  b  +  т +  2 — с; 1 —  z)  =  (с — b — т  — I)  (1 —  і х
Z
X z 1- c J a c -2 ( I — t ) b+ m ~ c d t ;  b  +  m  +  2  — с >  1, (14)
i
+ ( 1 ,  2 — с ;  2 -  b  -  m ;I : z )  =  — (b4- I) (I -  x
Z ' r .
X  z 2- c j  A -2O -  /)*+'"-" ; m >  I. (15)
OO
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Если параметры с , й + т + 2— с или 2—Ь— т < .  1, то к функциям
(4), (14) и (15) применяется формула (8) с целью повышения величин 
этих параметров.
2) Кроме целого положительного a =  I9 2 , . . .  одно из чисел b , с
или с— Ъ =  0, ± 1 ,__  Здесь второй случай распадается на случаи а) и
б) следующие:
а) если с, Ь— с+ 1  или 1—Ь = 1 ,  2 , . . . ;  то ввиду равенств (3), (7) 
и (9) вторым решением уравнения (1) будет рациональная функция или 
функция вида (2) и аналитическое продолжение конечных многочле­
нов приведет такж е к конечным многочленам.
б) Если 1—с, с— b или 6 = 1 ,  2 , . . . ;  то соответственно функции (4),
(14) или (15) относятся к логарифмическому случаю. Пусть с— 6 =  
= т - \ - 1, для с—b =  1 , . . . ,  т  функция (3) преобразуется согласно р а ­
венству (7),  тогда получим следующее аналитическое продолжение ин­
тегралов вида (4) и (6):
z
I =  j  + -2 (1  -  t ) -  1 d t  =  In (I — г) +  2  K 1 “  z)* “  1 ] -
Q AC =  I ^  О  )/С
I ZГ» і с - 2 _ 1  Г» fe- 2 _  1
=  I n ( I - Z )  +  [ d t  +  y — — l d t ;  ç >  I.
о I
а также ввиду (13) и [1], стр. 18, (6)
(16)
/ - ( + + -  + ' > -  + ( Y +  1 < с < 2 , (17)
J l  — / S i n  (тсс — тс) J 1 — t
О оо
В заключение случая 26) следует отметить, что при рациональном 
значении третьего параметра интегралы вида (16) и (17) и другие ин­
тегралы, относящиеся к этому случаю, выражаются в элементарных 
функциях [4].
3) Все параметры a, b и с = 0 ,  ± 1 , . . .  В этом случае, если C = I 9 
2 , . . . ;  то функция (3) ввиду (7) и (9) будет функцией вида (2).  Если 
с==— р =  0, — 1 , . . . ;  то имеем логарифмический случай в смежности 
с любой из трех точек О, 1 и оо. А именно, функция (15) преобразует­
ся ввиду [4], стр. 19, (12) следующим путем:
z - р - 2 г. / ,  Л , 1
/ 7  +  2
z
2 + р ;3 + р ;I J  =  j + - 2 ( l
OO
Аналитическое продолжение второго интеграла равенства (18) бу­
дет следующим:
После замены интегралов равенства (19) гинергеометрическими 
функциями получим также
I 2 = L f I 1. 2; -Rj =  — In (z -  1) — (1 — г) /7 (I, 1; 2; 1 -  г) =
=  n У  — 1 +  In г +  zF ( I ,  1; 2; z). (20)
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